
離散数学演習3 解答例

1. (1) 任意の x ∈ Aに対して, (x, x) ∈ R.

(2) 任意の x, y ∈ Aに対して, (x, y) ∈ Rならば (y, x) ∈ R.

(3) 任意の x, y ∈ Aに対して, (x, y) ∈ Rかつ (y, x) ∈ Rならば x = y.

(4) 任意の x, y, z ∈ Aに対して, (x, y) ∈ Rかつ (y, z) ∈ Rならば (x, z) ∈ R.

(5) {(x, x) | x ∈ A}

(6)
∞∪

n=1

Rn

（別解）{(x, y) |ある x0, x1, · · · , xn (n ≥ 1)に対して, x0 = x, xn = y, (xi, xi+1) ∈ R (i =
0, 1, · · · , n− 1)}

(7)

∞∪
n=0

Rn

（別解）IA ∪R+

（別解）{(x, y) |ある x0, x1, · · · , xn (n ≥ 0)に対して, x0 = x, xn = y, (xi, xi+1) ∈ R (i =
0, 1, · · · , n− 1)}

2. R: (2, 2) /∈ Rだから, Rは反射的でない.
(1, 2) ∈ Rに対して, (2, 1) /∈ Rだから, Rは対称的でない.
(1, 1), (1, 1) ∈ Rに対して, (1, 1) ∈ R.
(1, 1), (1, 2) ∈ Rに対して, (1, 2) ∈ R.
(1, 1), (1, 3) ∈ Rに対して, (1, 3) ∈ R.
(1, 3), (3, 3) ∈ Rに対して, (1, 3) ∈ R.
(3, 3), (3, 3) ∈ Rに対して, (3, 3) ∈ R.
以上から, 任意の x, y ∈ Aに対して, (x, y), (y, z) ∈ Rならば (x, z) ∈ Rだから, Rは推移的で
ある.
(1, 1), (1, 1) ∈ Rに対して, 1 = 1.
(3, 3), (3, 3) ∈ Rに対して, 3 = 3.
以上から, 任意の x, y ∈ Aに対して, (x, y), (y, x) ∈ Rならば x = y だから, Rは反対称的で
ある.

S: (1, 1), (2, 2), (3, 3) ∈ S だから, S は反射的である.
(1, 1) ∈ S に対して, (1, 1) ∈ S.
(1, 2) ∈ S に対して, (2, 1) ∈ S.
(2, 1) ∈ S に対して, (1, 2) ∈ S.
(2, 2) ∈ S に対して, (2, 2) ∈ S.
(3, 3) ∈ S に対して, (3, 3) ∈ S.
以上から, 任意の x, y ∈ Aに対して, (x, y) ∈ S ならば (y, x) ∈ S だから,S は対称的である.
(1, 1), (1, 1) ∈ S に対して, (1, 1) ∈ S.
(1, 1), (1, 2) ∈ S に対して, (1, 2) ∈ S.
(1, 2), (2, 1) ∈ S に対して, (1, 1) ∈ S.
(1, 2), (2, 2) ∈ S に対して, (1, 2) ∈ S.
(2, 1), (1, 1) ∈ S に対して, (2, 1) ∈ S.
(2, 1), (1, 2) ∈ S に対して, (2, 2) ∈ S.
(2, 2), (2, 1) ∈ S に対して, (2, 1) ∈ S.
(2, 2), (2, 2) ∈ S に対して, (2, 2) ∈ S.
(3, 3), (3, 3) ∈ S に対して, (3, 3) ∈ S.
以上から, 任意の x, y ∈ Aに対して, (x, y), (y, z) ∈ Sならば (x, z) ∈ Sだから, Sは推移的であ
る.
(1, 2), (2, 1) ∈ S に対して, 1 ̸= 2だから, S は反対称的でない.

T : (3, 3) /∈ T だから, T は反射的でない.
(1, 2) ∈ T に対して, (2, 1) /∈ T だから, T は対称的でない.
(1, 2), (2, 3) ∈ T に対して, (1, 3) /∈ T だから, T は推移的でない.
(1, 1), (1, 1) ∈ T に対して, 1 = 1.
(2, 2), (2, 2) ∈ T に対して, 2 = 2.
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以上から, 任意の x, y ∈ Aに対して, (x, y) ∈ T かつ (y, x) ∈ T ならば x = yだから, T は反対
称的である.

3. ϕ: ある x ∈ Aに対して, (x, x) /∈ ϕである. ゆえに, 任意の x ∈ Aに対して (x, x) ∈ ϕではないか
ら, ϕは反射的でない.
(x, y) ∈ ϕかつ (y, x) /∈ ϕである x, y ∈ Aは存在しない1 . ゆえに，任意の x, y ∈ Aに対して,
(x, y) ∈ ϕならば (y, x) ∈ ϕだから, ϕは対称的である.
(x, y), (y, x) ∈ ϕかつ x ̸= y である x, y ∈ Aは存在しない2 . ゆえに，任意の x, y ∈ Aに対し
て, (x, y), (y, x) ∈ ϕならば x = yだから, ϕは反対称的である.
(x, y), (y, z) ∈ ϕかつ (x, z) /∈ ϕである x, y, z ∈ Aは存在しない3 . ゆえに，任意の x, y, z ∈ A
に対して, (x, y), (y, x) ∈ ϕならば, (x, z) ∈ ϕだから, ϕは推移的である.
(任意の x, y ∈ Aに対して, (x, y) /∈ ϕだから, ϕが対称的, 推移的, 反対称的であることはそれ
ぞれ (空虚に) 成り立つ.)

A2: 任意の x ∈ Aに対して, (x, x) ∈ A2 だから, A2 は反射的である.
任意の x, y ∈ Aに対して, (x, y) ∈ A2 とすると, (y, x) ∈ A2 だから, A2 は対称的である.
A = {1, 2}のとき, (1, 2), (2, 1) ∈ A2 に対して, 1 ̸= 2だから, A2 は反対称的でない.
任意の x, y, z ∈ Aに対して, (x, y), (y, z) ∈ A2 とすると, (x, z) ∈ A2 だから, A2 は推移的で

ある.

IA: 任意の x ∈ Aに対して, (x, x) ∈ IA だから, IA は反射的である.
任意の x, y ∈ Aに対して, (x, y) ∈ IA とすると, x = yだから, (y, x) ∈ IA. ゆえに, IA は対称
的である.
任意の x, y ∈ Aに対して, (x, y), (y, x) ∈ IA とすると, x = yだから, IA は反対称的である.
任意の x, y, z ∈ Aに対して, (x, y), (y, z) ∈ IA とすると, x = y = z だから, (x, z) ∈ IA. ゆえ
に, IA は推移的である.

4. (1) R,Sは反射的だから, 任意の x ∈ Aに対して, (x, x) ∈ R, (x, x) ∈ S. ゆえに, (x, x) ∈ R ∩ Sだ
から, R ∩ S は反射的である.

(2) 任意の x, y ∈ Aに対して, (x, y) ∈ R∩Sとする. このとき, (x, y) ∈ Rかつ (x, y) ∈ S. Rは対称
的だから, (x, y) ∈ R ならば, (y, x) ∈ R. また, Sは対称的だから, (x, y) ∈ S ならば, (y, x) ∈ S.
ゆえに, (y, x) ∈ Rかつ (y, x) ∈ S だから, (y, x) ∈ R ∩ S. したがって, R ∩ S は対称的である.

(3) 任意の x, y, z ∈ A に対して, (x, y),(y, z) ∈ R ∩ S とする. このとき, (x, y),(y, z) ∈ R かつ
(x, y),(y, z) ∈ S. R は推移的だから, (x, y),(y, z) ∈ R ならば, (x, z) ∈ R. また, S は推移
的だから, (x, y), (y, z) ∈ S ならば, (x, z) ∈ S. ゆえに, (x, z) ∈ R かつ (x, z) ∈ S だから,
(x, z) ∈ R ∩ S. したがって, R ∩ S は推移的である.

(4) 任意の x, y ∈ Aに対して, (x, y), (y, x) ∈ R−1とする. このとき, (y, x), (x, y) ∈ R. Rは反対称
的だから, x = y. したがって, R−1 は反対称的である.

(5) 任意の x, y ∈ Aに対して, (x, y) ∈ R ∪R−1 とする. このとき, (x, y) ∈ Rまたは (x, y) ∈ R−1.
ゆえに, (y, x) ∈ R−1 または (y, x) ∈ R. すなわち, (y, x) ∈ R ∪R−1. したがって, R ∪R−1 は

対称的である.

5. 「…任意の x, y に対して, xRy ならば yRxである. このとき, xRy, yRx から, …」の部分が誤り.
「xRyならば yRx」が成り立つとしても, このとき「xRyかつ yRx」が成り立つとは限らない.
実際, 空関係は対称的かつ推移的であるが, 反射的ではない.

6. (1) Rは反射的であるとする. ゆえに，任意の x ∈ Aに対して, (x, x) ∈ R. IA = {(x, x) | x ∈ A}
だから, IA ⊆ R.
IA ⊆ Rとする．任意の x ∈ Aに対して，(x, x) ∈ IA ⊆ Rだから, Rは反射的である.

(2) R は対称的であるとする. 任意の (x, y) ∈ R−1 に対して，(y, x) ∈ R. R は対称的だから，
(x, y) ∈ R. ゆえに, R−1 ⊆ R.
R−1 ⊆ R とする. また，任意の x, y ∈ Aに対して，(x, y) ∈ R とする．このとき，(y, x) ∈
R−1 ⊆ Rだから，Rは対称的である．

(3) Rは推移的であるとする．任意の (x, y) ∈ R2に対して, R2 = R ◦Rだから, ある z ∈ Aに対し
て, (x, z) ∈ Rかつ (z, y) ∈ R. Rは推移的だから, (x, y) ∈ R. ゆえに, R2 ⊆ R.

1 すなわち, ϕが対称的であることの定義に対する反例は存在しない.
2 すなわち, ϕが反対称的であることの定義に対する反例は存在しない.
3 すなわち, ϕが推移的であることの定義に対する反例は存在しない.
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R2 ⊆ R とする. また, 任意の x, y, z ∈ A に対して, (x, y), (y, z) ∈ R とする. このとき，
(x, z) ∈ R2 ⊆ Rだから, Rは推移的である.

7. A = {1, 2, · · · , n}とし, R ⊆ A2 とする.

(1) Rが反射的であるためには, IA = {(1, 1), (2, 2), · · · , (n, n)} ⊆ Rであればよい. ゆえに, R− IA
を定めると, 反射的な関係 Rが一つ定まる.
R− IA ⊆ A2 − IA だから, 求める数は A2 − IA の部分集合の総数 |P(A2 − IA)|である.
ここで, IA ⊂ A2, |IA| = n, |A2| = n2 だから, |A2 − IA| = |A2| − |IA| = n2 − n. したがって,

|P(A2 − IA)| = 2n
2−n.

(2) Rが対称的であるためには, (x, y) ∈ Rならば, (y, x) ∈ Rであればよい. ゆえに, B = {(x, y) ∈
A2 | x ≤ y}に対して, R ⊆ B を定めると, Rは対称的である.
ゆえに, 求める数は B の部分集合の総数 |P(B)|である.

ここで, |B| = 1 + 2 + · · ·+ n = n(n+1)
2 だから, |P(B)| = 2

n(n+1)
2 .

(3) (1), (2)から, B − IA = {(x, y) ∈ A2 | x < y}に対して, R ⊆ Bを定めると, 反射的かつ対称的
な関係 R ∪ IA が一つ定まる.
ゆえに, 求める数は B − IA の部分集合の総数 |P(B − IA)|である.

ここで, |B − IA| = 1 + 2 + · · ·+ (n− 1) = n(n−1)
2 だから, |P(B − IA)| = 2

n(n−1)
2 .

8. (1) 任意のx, y, zに対して, (x, y), (y, z) ∈ R∗とする. (x, y) ∈ R∗だから,あるx0, x1, · · · , xn (n ≥ 0)
に対して, x0 = x, xn = y, (xi, xi+1) ∈ R (i = 0, 1, · · · , n − 1). また, (y, z) ∈ R∗ だから, ある
xn, xn+1, · · · , xm (m ≥ n)に対して, xn = y, xm = z, (xi, xi+1) ∈ R (i = n, n+1, · · · ,m−1). ゆ
えに, x0, x1, · · · , xn, xn+1, · · · , xm に対して, x0 = x, xm = z, (xi, xi+1) ∈ R (i = 0, 1, · · · ,m−
1). したがって, (x, z) ∈ R∗ であるから, R∗ は推移的である.

(2) Rは推移的であるとする.
明らかに, R ⊆ R+.
一方, 任意の x, y に対して, (x, y) ∈ R+ とする. このとき, ある x0, x1, · · · , xn (n ≥ 1)に対し
て, x0 = x, xn = y, (xi, xi+1) ∈ R (i = 0, 1, · · · , n− 1). (x0, x1), (x1, x2) ∈ Rで, Rは推移的だ
から, (x0, x2) ∈ R. さらに, (x0, x2), (x2, x3) ∈ Rで, Rは推移的だから, (x0, x3) ∈ R. 同様に
繰り返すと, (x0, xn) ∈ R. すなわち, (x, y) ∈ R. ゆえに, R+ ⊆ R.
以上から, R = R+.

(3) Rは反射的であるとする. このとき, 任意の xに対して, (x, x) ∈ R ⊆ R+. ゆえに, R+ は反射

的である.

(4) Rは対称的であるとする.
また, 任意の x, y に対して, (x, y) ∈ R∗ とする. このとき, ある x0, x1, · · · , xn (n ≥ 0) に対
して, x0 = x, xn = y, (xi, xi+1) ∈ R (i = 0, 1, · · · , n − 1). R は対称的だから, (xi+1, xi) ∈
R (i = 0, · · · , n − 1). ゆえに, xn, xn−1, · · · , x0 に対して, xn = y, x0 = x, (xi+1, xi) ∈ R (i =
0, 1, · · · , n− 1)であるから, (y, x) ∈ R∗. したがって, R∗ は対称的である.

(5) R ⊆ S とする.
また, 任意の x, yに対して, (x, y) ∈ R∗とする. このとき, ある x0, x1, · · · , xn (n ≥ 0)に対して,
x0 = x, xn = y, (xi, xi+1) ∈ R (i = 0, · · · , n−1). R ⊆ Sだから, (xi, xi+1) ∈ S (i = 0, 1, · · · , n−
1). ゆえに, x0, x1, · · · , xn に対して, x0 = x, xn = y, (xi, xi+1) ∈ S (i = 0, 1, · · · , n− 1)である
から, (x, y) ∈ S∗. したがって, R∗ ⊆ S∗.

(6) R ⊆ S, かつ, S は推移的であるとする.
また, 任意の x, y に対して, (x, y) ∈ R+ とする. このとき, ある x0, x1, · · · , xn (n ≥ 1) に
対して, x0 = x, xn = y, (xi, xi+1) ∈ R (i = 0, 1, · · · , n − 1). R ⊆ S だから, (xi, xi+1) ∈
S (i = 0, 1, · · · , n − 1). (x0, x1), (x1, x2) ∈ S で, S は推移的だから, (x0, x2) ∈ S. さらに,
(x0, x2), (x2, x3) ∈ S で, S は推移的だから, (x0, x3) ∈ S. 同様に繰り返すと, (x0, xn) ∈ S. す
なわち, (x, y) ∈ S. ゆえに, R+ ⊆ S.

9. (1) nに関する帰納法を用いて示す．
（基底段階）n = 2のとき．このとき k = 1である．

Rn−k ◦Rk = R2−1 ◦R1

= R ◦R
= R2

= Rn
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だから，n = 2のとき，命題は成り立つ．
（帰納段階）n = mのときに命題は成り立つと仮定する．n = m + 1のときを考え, kに関す
る帰納法を用いて示す1 .

i) （基底段階）k = 1のとき．

Rn−k ◦Rk = R(m+1)−1 ◦R1

= Rm ◦R
= Rm+1

= Rn

ii) （帰納段階）2 ≤ k ≤ n− 1 = mのとき. このとき, k − 1に対して命題は成り立つと仮定
する.

Rn−k ◦Rk = R(m+1)−k ◦Rk

= R(m+1)−k ◦ (Rk−1 ◦R1) (Rk の定義)

= Rm−(k−1) ◦ (Rk−1 ◦R1)

= (Rm−(k−1) ◦Rk−1) ◦R1 （関係の合成に関する結合則）

= Rm ◦R （kに関する帰納法の仮定）

= Rm+1

= Rn

ゆえに, 任意の kに対して, 命題は成り立つ.

以上から，n = m+ 1のときも命題は成り立つ．

すなわち, 任意の nに対して, 命題は成り立つ.

(2) 任意の (x, y), (y, z) ∈ R+ に対して，R+ =
∞∪

n=1

Rn だから, n,m (≥ 1)が存在して，(x, y) ∈

Rn, (y, z) ∈ Rm．ゆえに，(x, z) ∈ Rm ◦Rn．

(1)から Rm ◦Rn = Rm+n だから，(x, z) ∈ Rm+n ⊆ R+．

ゆえに，R+ は推移的である．

(3) 任意の x ∈ Aに対して，(x, x) ∈ IA ⊆ R∗. ゆえに, R∗ は反射的である．

任意の (x, y), (y, z) ∈ R∗ に対して, R∗ = IA ∪R+ だから, 次の i)～iv)の場合が考えられる.

i) (x, y), (y, z) ∈ IA のとき.
このとき, x = y = zだから (x, z) ∈ IA ⊆ R∗. ゆえに, R∗ は推移的である．

ii) (x, y), (y, z) ∈ R+ のとき.
このとき, (2)から R+ は推移的だから, (x, z) ∈ R+ ⊆ R∗. ゆえに, R∗ は推移的である．

iii) (x, y) ∈ IA, (y, z) ∈ R+ のとき.
このとき, x = yだから, (x, z) ∈ R+ ⊆ R∗. ゆえに, R∗ は推移的である．

iv) (x, y) ∈ R+, (y, z) ∈ IA のとき.
(iii)と同様に, R∗ は推移的である．

以上から, R∗ は推移的である．

10. 集合 Aに対して, R ⊆ A2 とする.

（例）連続的 (serial) ：任意の x ∈ Aに対して, y ∈ Aが存在して, xRyである.
比較可能（comparable）（完全 (total)）：任意の x, y ∈ Aに対して, xRyまたは yRxである.
非反射的 (irreflexive) ：任意の x ∈ Aに対して, xRxでない.
非対称的 (asymmetric) ：任意の x, y ∈ Aに対して, xRyならば, yRxでない.
Euclid的 (Euclidean) ：任意の x, y, z ∈ Aに対して, xRyかつ xRzならば, yRzである.
合流的 (confluent) ：任意の x, y, z ∈ Aに対して, xRy かつ xRz ならば, w ∈ Aが存在して,
yRwかつ zRwである.

11. 略.

1 二重帰納法であることに注意せよ. すなわち, nに関する帰納法の中で, k に関する帰納法を用いる.
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